IFT503/711 - Exercices sur P et NP

Manuel Lafond

Exercice 0

On a définit le temps d’'une MT non-déterministe M comme la longueur
minimum d’un chemin acceptant. Montrez que si on remplace “minimum” par
“maximum” dans cette définition, NP reste inchangée.

Pour une version plus détaillée du probléme, supposons qu’on définit le
temps-maz de M comme la longueur mazimum d’un chemin acceptant. On
définit ensuite NP-max comme I’ensemble des langages L tels qu’il existe une
MT non-déterministe M dont les mots acceptés sont L, et qui accepte tous ses
mots en temps-max dans O(n*) ot k € O(1).

Montrez que NP = NP-max.

Solution.
Pour montrer que les deux ensembles sont égaux, on montre en deux étapes :
d’abord que NP-max C NP, puis ensuite que NP C NP-max.

(NP-max C NP). Soit L € NP-max. Alors il existe une MT non-dét. M
dont le langage est L, et telle que le temps-max est O(n*). Puisque le temps
minimum n’est jamais plus grand que le temps-max, alors M accepte les mots
de L en temps O(n*), et donc M montre que L € NP.

(NP C NP-max). Soit L € NP, accepté par une MT non-dét. M en temps
O(n*). Le probléeme est que le temps-max pourrait étre trés élevé, voire plus
grand que polynomial, ce qui nous empéche de placer L dans NP-max.

Pour s’en sortir, notons qu’il existe une constante ¢ telle que pour tout mot
de L, il existe dans M un chemin d’acceptation en au plus c - n¥ étapes. On
modifie M pour obtenir une autre MT non-dét. M’ comme suit. Sur entrée w,
M’ fait exactement comme M, mais conserve un compteur sur le nombre de
transitions effectuées par M. Si M’ n’a pas atteint I'acceptation apres ¢-nF + 1
transitions, elle rejette (ou boucle & I'infini, peu importe)ﬂ

Si w € L, les seuls chemins acceptants restants dans M’ sont ceux qui
terminent avant c - n* étapes (et on sait que de tels chemins existent). Donc
M’ accepte w sur un chemin de longueur polynomiale. Si w ¢ L, aucun chemin
de M n’accepte w et donc aucun chemin de M’ non plus. Donc, M est une
MT-non-dét pour L en temps polynomial (non-déterministe), et L € NP.

1. Notez que le temps supplémentaire requis pour gérer un tel compteur est polynomial et
peut donc étre négligé (par contre, si on étudiant par exemple NTIME(log n), il faudrait faire
attention).



Exercice 1

On dénote par co-NP I'ensemble des langages dont le complément est dans NP
(le complément d’un langage L est 'ensemble L des mots qui ne sont pas dans
L).

Montrez que P C NP N co-NP.

Solution.

On sait que P C NP, car s’il y a une MT déterministe M qui accepte un
langage L € P, M peut étre vue comme une MT non-déterministe qui n’a qu'un
seul choix pour chaque transition. Le langage accepté par M est L, et donc
L € NP.

On montre ensuite que L € P <= L € P (dans le jargon, on dit que P
est fermé sous le complément). Ceci est relativement facile & voir : une MT qui
décide L peut servir directement & déterminer si un mot est dans L ou non.
Voici les détails.

Soit L € P, et soit M une MT qui décide L en temps polynomial. Considérez
L.Onaw € L <= w ¢ L. Donc, on peut prendre la machine M’ qui décide L de
la facon suivante : sur entrée w, simuler M sur entrée w et retourner le résultat
inverse. Lorsque w € L, M rejettera w et donc M’ I'acceptera. Inversément,
lorsque w ¢ L, M acceptera w et M’ le rejettera. Donc M’ décide L. Puisque
simuler M prend un temps polynomial, ceci veut dire que L € P.

Puisque L a été choisi arbitrairement dans P, ceci montre que L € P <
L € P. En particulier, L € NP. Puisque le complément de L est dans NP, on a
L € co-NP. Puisque ceci est vrai pour tout L € P, on a P C co-NP.

Exercice 2

Soit L € NP. Montrez qu’il existe une constante k telle que L € DTIME(Q"k),
ou n représente la taille de ’entrée.

Solution.

Si L € NP, alors il existe une MT non-déterministe M qui accepte précisé-
ment les mots de L en temps O(n*) pour une constante k. Soit ¢ la constante
telle que M accepte les mots de L en temps au plus cn”.

On peut créer une machine déterministe M’ qui décide L en implémentant
la procédure récursive suivante :
simulerM(w, cf g, nbtrans)

— si nbtrans > cnk, retourner faux

—si c¢fg est une configuration acceptante, retourner true

— pour chaque configuration cfg2 que M peut emprunter a partir de cfg :
—- retourner simulerM(w, ¢f g2, nbtrans + 1)

On ferait un appel initial avec 'entrée w, cfg étant la configuration initiale
de M sur entrée w, et nbtrans = 0.



L’idée est que M’ explore de fagon déterministe tous les branchements non-
déterministes de M. Si w € L, alors M a une séquence de configurations ac-
ceptante de longueur au plus nc®, et M’ acceptera car une de ses récursions
explorera cette séquence. Si w ¢ L, alors M n’atteint jamais de configuration
acceptante et donc M’ n’acceptera pas. Donc, M’ décide bel et bien L.

Il faut maintenant argumenter que M est en temps O(2"k/) pour un certain
k’. On note que pour M’, le nombre de transitions possibles & partir d’une
configuration c¢fg est borné par une constante d (ceci est parce que le nombre
d’états et le nombre de symboles sont des constantes). Ceci veut dire qu’a chaque
récursion, M fait au plus d appels récursifs. Donc, dans ’arbre de récursion de
M, chaque noeud a au plus d enfants et la profondeur de cet arbre est au plus
cn®. Le nombre d’appels récursifs est donc O(dmk). Puisque d = 287 ceci est
0(21°gdmk) et, puisque logdec € O(1), ceci est O(2”'"k) = O(Q"k“).

Exercice 3

Un langage L est co-NP-complet si L € co-NP, et si, pour chaque langage A €
co-NP, A <p L.

Montrez qu'un langage L est NP-complet si et seulement si L est co-NP-
complet.

Solution.

(=) : supposons que L est NP-complet. Alors L € NP, et donc L € co-NP.
Maintenant, soit A € co-NP. On veut montrer que A se réduit a L. Par définition,
ona A € NP, et donc A <p L puisque L est NP-complet. Soit f une fonction de
réduction polynomiale telle que w € A <= f(w) € L. Il s’avére qu’on peut aussi
utiliser f pour réduire A & L. C’est-a-dire, on montre que w € A <= f(w) € L.
Soit w € A. Alors w ¢ A, et donc f(w) ¢ L, ce qui implique que f(w) € L.
Dans l'autre sens, soit w ¢ A. Alors w € A, et donc f(w) € L, ce qui implique
que f(w) ¢ L. Ceci montre qu'un langage arbitraire dans co-NP se réduit a L,
et donc que L est co-NP-difficile.
(<) : la preuve est presque identique & la précédente, donc nous donnons une ver-
sion abrégée. Supposons que L est co-NP-complet. Alors L € co-NP et L € NP.
Maintenant, soit A € NP. On veut montrer que A se réduit & L. On a A €
co-NP, et donc il existe une réduction f telle que w € A <= f(w) € L. Ceci
est équivalent & w € A <= f(w) € L. Il s’ensuit que f est une réduction de A
vers L.

Exercice 4

Montrez que Aty = {(M,z) : M encode une MT non-déterministe qui ac-
cepte z} est NP-difficile.

Solution.



Soit L € NP, et soit M I’encodage d'une M T non-déterministe dont le langage
est L. Soit x € ¥*. Notre réduction f transforme x en f(z) = (M, ). Puisque
M est de taille constante, f peut étre exécutée en temps polynomial par rapport
a z. On montre que z € L < f(z) € AnTMm-

Siz € L, alors M accepte x. Donc, f(r) = (M,z) € ANyrm. Six ¢ L, alors
M n’accepte pas . Donc, f(z) = (M, z) ¢ Anrar. Ceci démontre I’équivalence.

Exercice 5

Soit EXPTIME = UkeN DTIME(Q"k). Montrez que NP C EXPTIME, possi-
blement en utilisant la notion de certificat.

Solution.

Soit L € NP, et soit V' un vérificateur pour L, c’est-a-dire une MT détermi-
niste telle que w € L <= il existe un mot ¢ de taille O(|w|*), k € N, tel que V
accepte (w, c) en temps O(|w|?), d € N. Supposons que c est toujours de taille
au plus ajw|¥, olt a est la constante cachée dans la notation O.

On veut montrer que L € EXPTIME. Soit la MT M qui, sur entrée w, simule
V sur toutes les valeurs possibles de (w,c), ot ¢ est de taille au plus a|w|*, et
accepte w si et seulement si V' a accepté au moins une telle paire. Puisque V'
est un vérificateur, il s’ensuit que M décide L.

Le nombre de mots de taille au plus an” est borné par O(|E\5”k) pour une
certaine constante 5 (si vous ne le voyez pas, faites-le en exercice). Ceci est
O(21°8 Z1-67%) Puisque |X| et B sont des constantes, il existe &’ > k tel que ceci
est 0(2"’“,). La MT M’ décide donc L en un temps borné par O(n< - Q”k/) =
024198 .97 ) ce qui est O(2"" ), k" € N. Ceci démontre que L € EXPTIME.

Exercice 6

Dans le probleme de la couverture minimum, on regoit des ensembles, et on
veut choisir un minimum de ces ensembles pour couvrir tous les éléments. Plus
formellement, soit & = {S1,...,S,} une collection d’ensembles, et soit U un
ensemble qu’on appelle ["univers. Le langage correspondant au probléeme de la
couverture minimum est le suivant :

SET-COVER = {(S,U, k) : il existe &' C S tel que S| <k et Jges S =U}

Montrez que SET-COVER est NP-complet.

Solution.

11 est clair que SET-COVER est dans NP, car une sous-collection &’ C S
peut servir de certificat : il est facile de vérifier que |S’| < k et que S’ couvre U.
On montre que SET-COVER est NP-difficle, par réduction via CNF-SAT
(CNF-SAT est ensemble des formules satisfaisables sous la forme CNF, i.e. un



ET de plusieurs clauses). On pourrait utiliser 3-SAT, mais en fait le 3 n’est pas
vraiment utile ici.

Soit ¢ une formule CNF-SAT, et soient x1, ..., x, les variables utilisées par
¢. De plus, soient C1,...,C), les clauses de ¢.

On créé une instance correspondante (S, U, k) de SET-COVER. Les éléments

de T'univers sont U = {C1,...,C},, 2}, ..., 2]}, chaque élément C! correspon-
dant & une clause et chaque élément z} correspondant a une variable. Les en-
sembles sont S = {S1,S51,...,5n,Sn}, ot S; correspond & x; et S; & T;. Pour

chaque i, 1 < < n, le contenu de S; et S; sont

S; = {7} U{Cj : Cj est satisfaite par x;}
Si = {z;} U{C] : C; est satisfaite par T;}

On pose k =n.

On montre maintenant que ¢ est satisfaisable si et seulement si U peut étre
couvert avec au plus n ensembles de S.
(=) : supposons qu’il existe une affectation A de 1, ...,x, qui satisfait ¢. On
construit &’ C S de la fagon suivante. Pour chaque 7, out 1 < i < n, on ajoute
S; 4 S’ si x; est positif dans A, et on ajoute plutét S; & S’ si z; est négatif dans
A. Tl est clair que |S| < n. De plus, S couvre tous les éléments {z},..., 2}
car on ajouté ajouté un ensemble S; ou S; pour chaque variable z;. Chaque
élément-clause C] est aussi couvert : puisque A satisfait ¢, une variable z; est
affectée de fagon & satisfaire la clause Cj, ce qui implique que S; ou S, selon le
cas, couvre CJ. L’existence de &’ montre que (S, U, n) est dans SET-COVER.

(<) : supposons qu’il existe 8’ C S de taille au plus n qui couvre U. On
remarque que pour couvrir x},. ..,/ il faut ajouter au moins un de S; ou S;
pour chaque 1 < ¢ < n. Puisque |S’| < n, ceci veut dire qu’on a en fait dans &’
exactement un de S; ou S;, mais pas les deux (si on avait les deux, on aurait
strictement plus de n ensembles dans S’ car il faut quand méme choisir un de
S; or §j pour chaque z; # ;).

Pour construire une assignation qui satisfait ¢, on affecte x; a vraisi S; € S,
et z; & faux si S§; € S, pour chaque 1 <4 < n. Notons que x; n’est pas a la fois
vrai et faux. De plus, chaque clause C; est satisfaite par le z; tel que S; ou S;
couvre C’j’-, selon le cas. Donc, ¢ est satisfaisable.

Exercice 7

Dans un graphe, un sous-ensemble de sommets X C V(G) est dominant si
chaque sommet de V(G)\ X a au moins un voisin dans X . Considérez le langage

DOM-SET = {(G, k) :G est un graphe dans lequel il existe

un ensemble dominant X C V(G) de taille k ou moins}

Montrez que DOM-SET est NP-complet.



Solution.

Cette réduction est tres similaire a celle de SET-COVER, donc nous donnons
une version abrégée et plus informelle.

On réduit de CNF-SAT. Sur instance ¢, on créé un graphe G dans lequel
il y a les sommets s1,351,...,Sn, S,. Pour chaque x;, 1 <1¢ < n, on ajoute une
aréte entre s; et 5;. On ajoute ensuite les sommets cq, . .., ¢y, et une aréte entre
s; et ¢; si x; satisfait C;, ou entre 5; et ¢; si T; satisfait C;. De plus, on ajoute
les sommets z, ..., 2}, tels que z} est voisin de s; et 5;. On cherche a savoir si
G a un ensemble dominant de taille au plus n.

Si ¢ est satisfaisable par une assignation A, on les éléments correspondants
dans s1,381, ..., Sp, Sp pour dominer G. C’est-a-dire, pour construire un ensemble
dominant X, si z; = T, on choisit s; dans X et si z; = F, on choisit 5; dans
X. Chacun de s; est soit dans X, ou dominé par 5;. IL en est de méme pour
chaque 5;. Chaque z} est dominé par s; ou 3;. Finalement, chaque sommet c;
est dominé par le s; ou §; qui correspont au choix de valeur de z; de A qui a
permis de satisfaire C';. On a donc un ensemble dominant de taille n.

Si G a un ensemble dominant X de taille n» ou moins, il doit contenir un
sommet entre s;, 3; ou ; pour dominer z}. Si X contient x;, on peut voir que
(X \ {zf}) U {s;} est aussi un ensemble dominant, car chaque voisin de &} est
aussi un voisin de s; (& part s;). On peut donc supposer que X contient au moins
1 de s; ou 5; pour tout i. Puisque | X| < n, X doit en fait contenir exactement
un de s; ou §;. Pour satisfaire ¢, on affecte z; = T si s; € X et T; = F si
5; € X. Puisque les sommets de X dominent tous les sommets c;, I’assignation
correspondante satisfait ¢.

Exercice 8

Une collection d’ensembles {Si,...,S¢} est dite disjointe si, pour tout 4, j avec
1<i<j</{ onas;NS; = 0. Dans le probleme SET-PACKING, on regoit
une collection d’ensembles S et on doit choisir une sous-collection disjointe de
taille maximum. En terme de langage, on a :

SET-PACKING = {(S, k) :il existe une sous-collection &’ C S disjointe telle que |S’| > k}
Montrez que SET-PACKING est NP-complet.

Solution.

SET-PACKING est dans NP car une sous-collection S peut servir de cer-
tificat : on peut vérifier en temps polynomial que |S| > k et que chaque paire
d’ensembles de S ont une interesection vide.

On montre que SET-PACKING est NP-difficile par réduction via IND-SET.
Soit (G,k) une instance de IND-SET. Notre collection S sera sur 'univers
U = E(G), i.e. on doit couvrir un élément correspondant a chaque aréte. Pour
chaque sommet v € V(G), on ajoute & S un ensemble

Sy = {uv : v est un voisin de v dans G}



i.e. S, permet de couvrir chaque aréte touchant a . On montre que G a un
ensemble indépendant de taille k si et seulement si il existe une sous-collection
disjointe &’ C S telle que |S’| > k (donc ici, le k est le méme pour les deux
problémes).

(=) soit I un ensemble indépendant de G, avec |I| > k. Soit S’ = {S, : u € I}.

Il est évident que |S’| > k. De plus, puisque pour toute paire u,v € I, il n’y

a pas d’aréte entre u et v, les arétes incidentes a u sont disjointes des arétes
incidentes & v. Donc, S, NS, = 0. On conclut que S’ est une sous-collection
disjointe de taille au moins k.

(«<=) soit &’ une sous-collection disjointe de S de taille au moins k. Soit I = {u : S, € S’}
Bien stir, |I| > k. Par construction de S, si S,,S, € &', alors u et v ne par-

tagent pas d’aréte. Puisque ceci est vrai pour tout u,v € I, il s’ensuit que I est

un ensemble indépendant.

Exercice 9

Dans le probleme HAMPATH, on veut savoir si G contient un chemin Hamil-
tonien, qui est un chemin qui contient chaque sommet exactement une fois. En
terme de langage, HAMPATH contient les graphes qui ont un chemin Hamilto-
nien. C’est un langage NP-complet (ce qui n’est pas le but de Iexercice, mais
VOUS pouvez essayer).

Soit G un graphe. Un arbre couvrant de G est un sous-graphe G’ de G tel que
G’ est un arbre connectant tous les sommets de G. Dans le probleme MINDEG-
AC, on veut savoir s’il existe un arbre couvrant dont le degré maximum ne
dépasse pas k :

MINDEG-AC = {(G, k) :G est un graphe dans lequel il existe un arbre

couvrant tel que chaque sommet a un maximum de k voisins}

Montrez que MINDEG-AC est NP-complet.
Suggestion : utiliser la NP-complétude de HAMPATH.

Solution.

Je ne donne que le sketch d’une preuve. MINDEG-AC est dans NP car un
arbre couvrant peut servir de certificat.

Pour la NP-difficulté, on peut réduire de HAMPATH. Dans le probleme
HAMPATH, on veut savoir si G contient un chemin qui contient chaque sommet
exactement une fois, ce qui est NP-complet. La réduction conserve le méme
graphe, mais pose k = 2. Il suffit ensuite d’observer qu’'un arbre couvrant est
un chemin Hamiltonien si et seulement si son degrée maximum est 2.

Exercice 10

Dans le probléeme 2-SAT, on regoit une formule ¢ en forme CNF dans laquelle
chaque clause a deux variables. On veut savoir si ¢ est satisfaisable. Montrez
que 2-SAT est dans P.



Solution.

J’ai écrit assez de solutions a ce point-ci. Je redirige vers : http://philippe.
gambette.free.fr/SCOL/Graphes/Gambette’20-7%20Un%20graphe,20pour’,20resoudre,
202SAT . pdf.

Exercice 11

(Défi!) Dans le probleme MAX-2-SAT, on regoits un ensemble de clauses CNF
avec chacune deux variables, et on veut en satisfaire un maximum. En terme de
langage, on a

MAX-2-SAT = {(C, k) :C est un ensemble de clauses CNF, et il existe

une assignation qui en satisfait au moins k}

Montrez que MAX-2SAT est NP-complet.
Note : ceci n’est pas facile. Ma réduction passe par le probleme MAX-CUT
(voir définition sur le web, vous pouvez utiliser le fait qu’il est NP-complet).

Solution.

Voici une preuve de la NP-complétude de MAX-CUT : http://www.cs.
cornell.edu/courses/cs4820/2014sp/notes/reduction-maxcut . pdfl

Ceci implique que le probleme MAX-2-XOR est NP-complet. Dans le pro-
bleme MAX-2-XOR, on regoit un ensemble de clauses XOR avec 2 variables, de
la forme (x; @ x;), et on veut décider si on peut satisfaire au moins k clauses
(notez que x; ou x; peuvent apparaitre sous la forme négative). MAX-CUT se
réduit trivialement & MAX-2-XOR, alors personne n’a écrit la preuve en détail.
Vous trouverez 'idée a https://cs.stackexchange.com/questions/100233/
np-completeness-and-reduction-of-max-xor-sat-and-max-2-xor-satl

Ensuite, sachant que MAX-2-XOR est NP-complet, on le réduit a MAX-
2-SAT. Considérez une instance de MAX-2-XOR ¢ sur variables z1,...,z, et
clauses C1,...,C),, ou on veut décider s’il est possible de satisfaire k clauses.
Ici, chaque C; a la forme (z, ®xp), ou (T, Bxp), ou (T, BTp) (un cas symétrique
a été omis).

Pour construire une instance ¢’ de MAX-2-SAT, on transforme chaque C; =
(a © b) en deux clauses A; = (a V b) et B; = (@ V b). Ici, on utilise a et une
variable x; ou sa négation Z; (méme chose pour b). Donc si ¢ a m clauses, ¢’ en
a 2m. On veut décider 8’il est possible de satisfaire m + k clauses de ¢'.

Supposons qu’'une assignation A peut satisfaire k& clauses de ¢. On garde la
méme assignation pour ¢’. Pour chaque C; = (a @ b) satisfaite, a et b prennent
une valeur différente. Donc, I’assignation satisfait a la fois (aVb) et (a@Vb). Pour
chaque clause non-satisfaite C; = (a @ b), a et b ont la méme valeur. Donc on
satisfait un seul de (a V b) et (@ V b). On satisfait donc 2k + (m — k) = m + k
clauses de ¢'.
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Dans I'autre sens, supposons qu’on peut satisfaire m + k clauses de ¢'. For-
cément, il y a k paires de A; et B; telles que A; = (a V b) et B; = (aV b) sont
toutes les deux satisfaites. Ceci implique que a et b ont une valeur différente,
et donc que (a @ b) est satisfaite. En gardant la méme assignation, on satisfait
donc k clauses XOR de ¢.



